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Аннотация
Цель исследования состояла в том, чтобы выявить основные 
причины инфицирования преподавателей и студентов в универ-
ситете. Авторами рассмотрены аналитически две вероятностно- 
комбинаторные задачи по определению вероятностей и скоро-
стей инфицирования преподавателей и студентов в вузе в резуль-
тате появления среди контингента студентов инфицированных лиц. 
Для решения задач применен математический аппарат теории 
вероятностей и комбинаторики. Для факториалов возникающих 
в структуре сочетаний используется асимптотическая формула 
Стирлинга. В конечных формулах возникают сходящиеся ряды, 
отражающие множественность сценариев вероятностного под-
хода. Получены аналитические формулы для сумм рядов, вероят-
ностей и скоростей инфицирования преподавателей и студентов. 
Показано, что инфицирование преподавателей и студентов проис-
ходит в результате опасных пространственно-близких контактов, 
когда преподаватель и студент находятся на расстоянии менее  
0,5 м друг от друга. В студенческой среде при очном обучении 
такие контакты исключить невозможно. В среде преподавателей 
возможен также менее вероятный аудиторный механизм инфи-
цирования через объем воздуха, зараженный вирусами.
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Abstract
The aim of the research was to identify the main causes of infection of 
teachers and students in a university. Two probabilistic combinatorial 
problems are considered analytically to determine the probabilities 
and rates of infection of teachers and students in a university as a 
result of the appearance of infected persons among the contingent 
of students. The mathematical apparatus of probability theory and 
combinatorics is used to solve the problems. For the factorials of 
combinations arising in the structure, the asymptotic Stirling’s for-
mula is used. Convergent series arise in the final formulas, reflecting 
the multiplicity of scenarios of the probabilistic approach. Analytical 
formulas for the sums of series, probabilities and rates of infection of 
teachers and students are obtained. It is shown that the infection of 
teachers and students occurs through «dangerous» spatially close 
contacts, when a teacher and a student talk at a distance of less than 
0.5 meter. It is impossible to exclude such contacts in the students’ 
environment during full-time study. Among teachers, there is also a 
less probable classroom mechanism of infection through the volume 
of air infected with viruses.
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Введение
Борьба с пандемией Covid-19 продолжа-

ется уже больше года на разных иерархиче-
ских уровнях — государство, область, город, 
крупное предприятие или учреждение [1; 2]. 
Чтобы добиться успеха, для каждого уровня 
иерархии нужно иметь теоретические модели 
[1–7], описывающие развитие эпидемии. Это 
позволит руководителям принимать адекват-
ные решения и с минимальными потерями 
выходить из неблагоприятной ситуации. В ра-
боте рассматривается вероятностно-комби-
наторная модель эпидемии, развивающейся 
в вузе (университете). Модель пригодна для 
описания скоростей распространения инфек-
ции в учреждениях любой формы очного 
образования — школа, техникум, вуз. Далее 
по тексту для определенности используется 
слово «вуз».

Задача о заражении преподавателей
Пусть в вузе обучается N студентов, пре-

подаватель в течение рабочего дня работает 
с m студентами. Известно, что r студентов 
инфицированы, причем инфицированным 
может оказаться любой студент с одинако-
вой вероятностью. Число r может быть как 
меньше, так и больше m. Здесь неважно 
разбиение студентов на учебные группы. Не 
имеет значения также расписание занятий 
преподавателя. 

Преподаватель может получить инфек-
цию двумя путями. В первом случае зара-
жение происходит в результате простран-
ственно‑близких контактов с инфицирован-
ными студентами, каковыми являются вызов 
студента к доске, к столу преподавателя, 
индивидуальная консультация студента на 
его рабочем месте и т.п. Пространственно‑
близкие контакты с инфицированными сту-
дентами без средств защиты (масок) при-
водят практически к 100 %-ному заражению 
преподавателя. Такие заражения возможны 
при проведении семинаров, лабораторных 
и практических занятий, а также при приеме 
зачетов и экзаменов. 

Второй путь заражения следующий. Если 
в аудитории находятся инфицированные сту-
денты, то все участники процесса вдыхают 
вирусы. Количество полученных вирусов 
пропорционально времени проведения за-
нятия и числу инфицированных студентов, 
которые выдыхают вирусы. Согласно сооб-
щениям Роспотребнадзора, нахождение в 
одном помещении с заболевшим человеком 
на протяжении рабочего дня, т.е. 8 ч, при-
водит к вероятности заражения здорового 
человека p* = 4–5 %. Здесь имеется в виду 

отсутствие у людей средств индивидуальной 
защиты. Наличие масок уменьшает вероят-
ность заражения здорового человека при-
мерно в 4 раза. Второй вид инфицирования 
преподавателей и студентов характерен для 
всех видов занятий. 

Первый путь заражения. В этом случае 
вероятность опасных пространственно‑близ-
ких контактов преподавателя с инфициро-
ванными студентами может быть найдена по 
формуле полной вероятности: 

 p = P(A) = � P(Hi) ∙ P(A|Hi),
k

i = 1

 

где A — событие, заключающееся в том, 
что преподаватель имеет опасный контакт с 
инфицированным студентом; H

i 
— гипотезы, 

состоящие в том, что в данный учебный день 
среди студентов, с которыми работает пре-

подаватель, есть i инфицированных, i = 1, k , 

причем  

 k = �m, r > m
r, r < m . 

Вероятность наступления i-й гипотезы 
находится по формуле

pi = P(Hi) = 
Cr

i  ∙ CN – r
m – i

CN
m , 	 (1)

а для вычисления вероятности наступления 
события А в i-й гипотезе применяется класси-
ческое определение вероятности произволь-
ного события: 

 P(A|Hi) = 
i

m
. 

В формуле (1) для вероятности появления 
i инфицированных студентов среди m студен-
тов, с которыми работает преподаватель, 
используется сочетание

CN
m = 

N!

m!(N – m)! ,                                                        

так как не имеет значения, какой конкретно 
студент является инфицированным.

Таким образом, вероятность опасного 
контакта преподавателя с инфицированным 
студентом в течение рабочего дня равна

p(1)=
∑ ipi

k
i = 1

m
.  	 (2)

Чтобы получить вероятность зараже-
ния преподавателя, нужно (2) умножить на 
коэффициент Роспотребнадзора p* ≤ 1, 
отражающий собой вероятность заражения 
при одном опасном контакте здорового и 
инфицированного человека:
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p�(1) = p*
∑ ipi

k
i = 1

m
.                                                     	 (3)

Второй путь заражения. Заражение че-
рез вирусы, получаемые преподавателем в 
аудитории при нахождении в ней инфициро-
ванных лиц, при отсутствии близких контак-
тов опишем следующим образом:

p�(2)= p*
τ
8

� ipi

k

i = 1

, 	 (4)

где p* = 0,04 — цифра, рекомендованная 
Роспотребнадзором для офисных помеще-
ний в расчете на 8-часовой рабочий день; ττ — 
время нахождения преподавателя в одной 
аудитории с инфицированными студентами; 
p

i
 — вероятность появления инфицированных 

в аудиторном помещении. 
Здесь предполагается, что вероятность 

заражения одним инфицированным чело-
веком зависит от времени и принимается 

равной p* τ
8

 . Формула (4) является эмпири-

ческой и требует, вообще говоря, медицин-
ской верификации. Вместе с тем в (2), (3) и 
(4) появляется одинаковая сумма.

Вычисление суммы � ipi

k

i = 1

 

Следует учесть, что в вузе для чисел N, m, 
r, i выполняются неравенства N ≫ m, r ≫ i. В самом 
деле N ~ 104, m ~ 30–50, r ~ 10–100.

Неравенство m, r ≫ i обусловлено тем, что 
вероятности появления у одного преподава-
теля более двух инфицированных студентов 
убывают с увеличением номера i и стремятся 
к нулю при i → m, r.

Для вычисления значения факториала чис-
ла N воспользуемся формулой Стирлинга:

 N! = √2πN �
N

e
�
N

�1 + 
1

12N
 + 

1

288N2  – …� . 
	

(5)

Уже для N = 10 точность формулы 
Стирлинга без последней скобки лучше 
1  %. Для N ~ 104 точность формулы Стир-
линга лучше 10–5.

Найдем вероятности p
i
 наступления i‑й ги-

потезы. Выражения для сочетаний имеют вид

Cr
i=

r!

i!(r – i)!
,  

CN – r
m – i  = 

(N – r)!
(m – i)!(N – r  – m + i)!

, 	 (6)

CN
m = 

N!

m!(N – m)!
. 	 (7)

К четырем факториалам в (6) и (7), где 
фигурирует N, применим формулу Стирлин-
га без последней скобки в (5). Рассмотрим, 
например, факториал

(N – r)! = �2π(N – r) �
N – r

e
�
N – r

. 

Последнюю круглую скобку преобразу-
ем к виду

�
N – r

e
�
N – r

= e–(N – r)NN – r �1 – 
r

N
�

–r

�1 – 
r

N
�
N

. 

Далее в двух последних скобках перей-
дем к пределу N → ∞:

lim
N → ∞

�1 – 
r

N
�

–r

= �1 – lim
N → ∞

r

N
�

–r

= 1; 

lim
N → ∞

�1 – 
r

N
�
N

= lim
x → 0

(1 + x)–r

x= � lim
x → 0

(1 + x) 
1

x�
–r

= e–r . 

В результате получаем

�
N – r

e
�
N – r

= e–NNN – r. 

Окончательно имеем

(N – r)! = �2π(N – r)e–NNN – r.     	 (8)

Аналогичным образом находим

(N – r – m + i)! = �2π(N – r – m + i)e–NNN – r – m + i,  ×

× (N – r – m + i)! = �2π(N – r – m + i)e–NNN – r – m + i,   	 (9)

(N – m)! = �2π(N – m)e–NNN – m.  	 (10)

Подставляя (8)–(10) в (1), получаем веро-
ятности p

i
 наступления i-й гипотезы:

pi = 
r!m!

i!(r – i)!  (m – i)!
�

(N – r)(N – m)
(N – r – m + i)N

N–i. 

При N → ∞ значение корня стремится к 
единице. В результате приходим к формуле

pi = 
r!m!

i!(r – i)!(m – i)!
N–i.   	 (11)

Согласно (11), вероятности появления у 
преподавателя одного и двух инфицирован-
ных студентов составляют

p1=
rm

N
, rm < N; 

p2 = 
1

2
p1

(r – 1)(m – 1)
N

 ≈ 
1

2
p1

2. 

lim
N → ∞

�1 – 
r

N
�
N

= lim
x → 0

(1 + x)–r

x= � lim
x → 0

(1 + x) 
1

x�
–r

= e–r . 
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Вероятность опасного контакта инфици-
рованного студента с преподавателем при 
i = 1 будет равна

pi = 1 = P(H1) ∙ P(A|H1) = 
p1

m
 = 

r

N
, 

а при i = 2 — N

pi = 2 = P(H2) ∙ P(A|H2) = 
2p2

m
 ≅ 

p1
2

m
 = p1

r

N
.                      

Преобразуем формулу (11), применив к 
факториалам формулу Стирлинга:

(r – i)! = �2π(r – i)e–rrr – i,  	 (12)

(m – i)! = �2π(m – i)e–mmm – i,  	 (13)
 

r rr re r–! 2 ,= π  	 (14)
 

m mm me m–! 2 .= π  	 (15)

Подставим (12)–(15) в (11). Для неболь-
ших значений i получим

pi = 
r!m!

i!(r – i)!(m – i)!
N–i ≅ 

rimi

i!
N–i = 

1

i!
�
rm

N
�
i

.  

Обозначим и найдем суммы следующих 
рядов:

� pi
i

= �
xi

i!
i = 0

 = ex, �
xi

i!
i = 1

 = ex  – 1, 

� ipi
i = 1

= �
xi

(i – 1)!
i = 1

 = xex = p1e
p1. 	 (16)

Экспонента является быстросходящимся 
рядом. Уже для x = 0,1 три слагаемых i = 0, 
1, 2 обеспечивают точность суммирования на 

уровне 
x3

6
 = 3 ∙ 10–4 . Именно поэтому можно 

использовать формулу (16) для вычисления 
суммы ряда.

С учетом (16) формулы (3) и (4) (ве-
роятности заражения преподавателей) 
примут вид

p�(1) = 
p1e

p1

m
p�(2) = p*

τ
8
p1e

p1. 

Скорость заражения преподавателей
Частота заражения (число заражений в 

сутки) в расчете на одного преподавателя 
составит величину

k– = p�(1) ∙ 1
преп

сутки
. 	 (17)

Чтобы получить скорость заражения 
контингента преподавателей, необходимо 

частоту (17) умножить на общее число пре-
подавателей, работающих в вузе:

�
dNпреп

dt
�

заражение

= k– ∙ Nпреп.                                     

В дальнейшем будем считать, что при 
опасном контакте преподавателя с инфициро-
ванным студентом на расстоянии менее 0,5 м 
медицинская вероятность заражения p* – 1, 
т.е. предполагается, что контакт с инфици-
рованным человеком приводит к заражению 
независимо от длительности общения.

Примеры оценок 
Предположим, что доля инфицированных 

студентов в университете совпадает с долей 
активных случаев N

2
 в населенном пункте1. 

Для города с численностью N
0
 = 600  000 в 

период максимума эпидемии N
2
 = 1  500. 

Поэтому

r

N
 = 

N2

N0
≈

1

400
 = 0,002 5. 

Отсюда r = 0,002 5 ∙10  000 = 25.
Величину p

1
 оценим следующим образом:

p1 = 
50

400
=
1

8
 . 

Тогда

p�(1) = 
p1e

p1

m
 = 

0,125 ∙ e0,125

50
 = 2,2 ∙ 10–2; .

Здесь коэффициент Роспотребнадзо-

ра p* для p�(1)   взят равным единице. Из 
проведенных оценок вытекает, что главную 
опасность для вуза представляют опасные 
пространственно-близкие контакты препо-
давателей с инфицированными студентами. 
Если в вузе работает 500 преподавателей, то 
ежедневная скорость заражения преподава-
телей составит 500 ∙ 2,2 ∙ 10–2 = 11 чел./сут. 
За семь дней инкубационного периода будет 
заражено около 80 преподавателей. Ясно, 
что за две недели работа вуза будет полно-
стью парализована. 

Задача о заражении студентов
В вузе N студентов. Все студенты разбиты 

на J групп, в каждой из которых m
j
 студентов 

( � mj

J

j = 1

 = N)  и появилось r инфицированных 

1 Коронавирус: статистика. URL: https://yandex.
ru/covid19/stat.
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студентов. Определить частоту (скорость) 
инфицирования студентов.

Решение предыдущей задачи помогает 
найти скорость заражения студентов. Будем 
считать, что в студенческой группе каждый 
студент участвует в опасных контактах с 
остальными членами группы равновероятно. 
Тогда вероятность заражения в расчете на 
одного студента в сутки составит

p�(1) = p*
p1e

p1

mj
, p1=

rmj

N
. 	 (18)

Чтобы определить количество студен-
тов, инфицируемых в вузе за один день, 
нужно удельную скорость (18) усреднить 
по всем студенческим группам и умножить 
на численность студентов в вузе. Примем 
для простоты численность всех студенческих 
групп одинаковой и равной m. Тогда скорость 
инфицирования студентов составит

dr

dt
 = p*

p1e
p1

m
N = p*re

rm
N .                                                   

Для случая N = 4 000, m = 20, r = 20, по-
лучим

dr

dt
 = 1 ∙ 20e0,1 = 1,105 ∙ 20 = 22,  

где эпидемический коэффициент увеличе-
ния числа инфицированных составил 1,105, 
т.е. за две недели заболеет 308 студентов.

Заключение
В статье рассмотрены две задачи о вычис-

лении вероятностей и скоростей заражения 
преподавателей и студентов в вузе в резуль-
тате распространения вирусной инфекции на 

примере эпидемии коронавируса. Найдена 
аналитически вероятность опасных простран-
ственно-близких контактов преподавателя 
с инфицированными студентами, а также 
здорового студента с инфицированными. 
Теория базируется на применении формул 
полной вероятности для многовариантного 
сценария, формул для комбинаторных соче-
таний, асимптотической формулы Стирлинга 
для факториалов, суммирования рядов. В 
результате проведенных преобразований 
определены аналитически скорости инфици-
рования внутри коллектива преподавателей и 
в среде студентов.

Исследования показали, что основной 
причиной инфицирования преподавателей 
являются опасные пространственно-близкие 
контакты с инфицированными студентами, к 
числу которых относятся вызовы студентов к 
доске, консультации и приемы заданий за сто-
лом у преподавателя или за столом у студента. 
Показано также, что при проведении ауди-
торных занятий (лекций и семинаров) в случае 
присутствия в аудитории инфицированных сту-
дентов существует примерно в 10 раз меньшая 
вероятность заражения преподавателя. Даже 
если полностью ликвидировать опасные про-
странственно-близкие контакты преподавателя 
со студентами, останется вероятность аудитор-
ного заражения. При этом распространение 
инфекции в коллективе студентов останется на 
прежнем уровне и будет определяться опасны-
ми контактами между студентами. 

При надлежащем использовании получен-
ные результаты могут быть полезны руковод-
ству учебных заведений — школ, техникумов, 
вузов (университетов), а также региональным 
отделениям Роспотребнадзора.
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